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Exercice 1

L. Pour tout = €] — §; 5[, cos(z) # 0 et tan(x) existe, donc f(z) est bien défini. Ainsi f est bien définie sur
Vintervalle | — Z; Z[.
2. Pour tout = €] — 5; 5[, on a

m msin(x)

cos(z)  2cos(x)

2m — msin(z)

2 cos(z)
Or :
—1 <sin(z) <1
donc
m > —msin(z) > —m
d’ott

3m > 2m — msin(z) >m >0

et mcos(z) > 0 |donc f(z) > 0.

3. f(0)=m=#£0 ‘ donc f n’est pas impaire. ‘

F(r/4) = V2m — %

et
fer/4) = Vem+ 2

donc f(r/4) < V2m et f(—n/4) > /2m d’'on f(r/4) # f(—7/4) donc ‘ f n’est pas paire.

4. x +— cos(x) est dérivable et ne s’annule pas sur | — 7/2;7/2[

x + tan(z) est dérivable sur | — w/2; 7/2].

On en déduit que ‘ f est dérivable sur | — 7/2; 7 /2] comme quotient et somme de fonctions dérivables.

5. Pour tout z €] — 7/2;7/2], on a

() = —m(—sin(z)) % " 1

cos?(x) cos?(x)

_ 2msin(z) —m
- 2cos?(x)

6. Pour tout x €] — 7/2;7/2[, 2cos?(z) > 0 donc f’(z) est du méme signe que 2msin(z) — m. On résout
pour x €] —w/2;7/2] :

2msin(z) —m > 0 <= 2msin(z) > m

N |

<= sin(x) >

<~z € [r/6;7/2]

et de méme 2msin(z) —m < 0 <= 2z €] — 7/2;7/6[ et 2msin(x) —m = 0 <= z = §. On en déduit le
tableau suivant :



7.

8

|
[SE}
SIE]
MIE

I
dans lequel on lit que | f admet un minimum en xy = ra Ce nombre ne dépend effectivement pas de m.

m m74mfm73m7m\/§
V3/2 2v3 23 23 2
2 2V3

En posant m = — 3 on a donc f(7/6) =1 donc d’aprés le tableau de variation de f on a bien :

V3

f(m/6) =

Ve €] - m/2m/2, fa)>1]

Exercice 2

Partie 1

1.

4.

x — 22 et z — In(x) sont toutes deux continues et strictement croissantes sur ]0; +-00[. g est donc continue
(comme somme de fonctions continues) et strictement croissante (comme somme de fonctions strictement
croissantes).

En 0 on a lim 22 = 0 et lim In(z) = —oo | donc par somme lim f(z) = —cc.
x—0 x—0 x—0

En4+ocona lim 2?=+coet lim Inz = +oco|donc par somme lim f(z)= 4oc.
r—+00 r— 400 r——400

D’apres la question précédente :

e g est continue sur |0; +o00|

e g est strictement croissante sur ]0; +00]

* 0€]limg(z); lim g(x)[

donc d’apres un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires :

‘l’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur ]0; +o0]. ‘

1
Ona:g(1/2)=-+In- = 1 —In(2)
Or
0,69 <In2<0,7
donc
—0,7< —-In2 < —0,69
et donc

1 1

Z_ 1/2) < = —

1 0,7<g(/)<4 0,69
et comme  — 0,69 = —0,44 < 0 on a g(1/2) < 0.

De plus, g(1) = 1 +1In(1) = 1 > 0 donc finalement g(1/2) < g(a) < g(1), et comme g est strictement
croissante sur |0; +o0o[ on en déduit que

1
§<Ol<].

(a) f est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle. Pour tout x € I on a :



Pour tout x dans I, 4z > 0 donc f’(z) est du signe de —2z% + 42 — 1. Le trindme —222 + 42 — 1
admet pour discriminant A = 16 — 8 = 8 et pour racines :

—44+V8 2-42 —4—/8 2+V2
T = = et xo = —
—4 2 —4 2
2 2 2
On a Jr\[>f:Ietcommel<2<40118L\/T<\@<\/11doncl<\@<2d’01\1

2 2
—1>—ﬁ>—2donc2—\/§<1etd0ncx1<%.

L’intervalle I est donc entiérement compris dans I'intervalle [z; 2] sur lequel le trindme —222+4z—1
est de signe strictement positif, donc f/(z) est strictement positive sur I.

‘ On en conclut que f est strictement croissante sur 1

1 1 1
On a f(1/2) = 3~ T6+Zln2 donc
7+ 4In2
1/2) = ——
faj2) =T
Or,
0,69 <In2<0,7
donc
7T4+4x%x0,69<7+4n2<74+4x0,7
et donc

9,76 < 7+ 41n(2)

1
On en déduit que 7+ 41In2 > 8 donc f(1/2) > % =3

De plus,
1 3
)=1--=-<1
et finalement comme % < 1 et que f est strictement croissante sur I on a f(1/2) < f(1). On a donc

: 2
bien :

;<f<;><f(1)<1

1
Pour tout x dans I on a 3 < z <1 donc, par croissance de f et d’apres les inégalités précédentes :

;<f(;>§f(w)§f(1)<1

donc f(z) € I.

3

U1=f(1)=Z

ug = 1 donc ug € I. Si pour un rang n dans N on a u,, € I, alors f(u,) € I d’aprés la question
4.(c). Or upy1 = f(uy) donc up41 € I, et on en déduit par récurrence que pour tout entier n dans

N, u, € 1.



(¢) Pour tout n dans N, notons P(n) la propriété « w,11 < up »
u1 < ug d’apres 5.(a). donc P(0) est vraie.
Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n, alors
Un+1 < Un

et comme f est croissante sur I on a

f(un+1) < f(un)

c’est-a-dire :

Un+2 < Up41

donc P(n + 1) est vraie.

On en conclut par principe de récurrence que pour tout entier n dans N, u, 11 < uy,.

‘ On a donc montré que la suite (u,,) est décroissante. ‘

d) Pour tout n € N, 1 < u,, < 1 donc la suite (u,) est minorée par 1. De plus, elle est décroissante
2 2
d’apres la question précédente, donc elle converge d’apres le cours vers une limite £ vérifiant % </< 1.

On a lim wu,y; = lim w, = ¢ par définition de la limite, et comme f est continue sur I on a
n—-+oo n—-+oo

aussi i £(u) = £(0)
Par passage & la limite dans 1'égalité u,+1 = f(u,), on a donc :

t=f(0)

donc £ est solution de 'équation f(x) = . Or, pour tout = dans I on a :

1 1
f(x):x@x—ZmQ—zlnmzx

= —%(:vQ—Hn(x)) =0

1
— 2?4+ 1In(z) =0 car —17&0

<~ g(z)=0

et on a montré dans la partie 1 que I'équation g(x) = 0 n’admettait qu'une seule solution dans

]0; +00[ que I'on avait noté . On a donc nécessairement ¢ = o |d’ot lim wu, = |
n—-+oo

Exercice 3

1. Pour tout entier n dans N on a :

n

"k 1 Lnmn+1) n+1 n(1+1)

n2 Pt n? 2 ) 2n

+ - 1
% donc par passage a la limite : | lim b, = —.

donc pour tout n € N*, b, =

2. fi1, f2 et fs sont toutes trois dérivables sur [0; +00[ comme sommes de fonctions dérivables. De plus :

Vz € [0;4+o00], fi(z)=1-sin(z) >0



par propriétés de la fonction sinus, donc f; est croissante et comme f1(0) = 0 on en déduit :

‘Vaz € [0; 400, fi(z) > O‘

Ensuite :

Vo € [0 400, fi(z) =z —sinz= fi(z) >0
donc f2 est aussi croissante, et comme f2(0) = 0 on en conclut de méme que fo est positive sur [0; +oo].

Enfin :

2
Vo € [0;+00], fi(z)=-1+ % +cosz = fa(z) >0

donc f3 est croissante sur [0; +oo] et vérifie également f3(0) = 0, donc f5 est positive sur [0; o0l

. Pourn=1o0na 13 < 1% donc I'inégalité est vraie.

Supposons que pour un entier n on ait

P +2+. 40’ <t

alors
B+ 40+ (n+1)3<nt+(n+1)°

Or n*+ (n+1)3 = n*+n3+3n? +3n+1 tandis que (n+1)* = n* +4n3 + 6n% +4n+ 1. Comme n3 < 4n3,
3n? < 6n?et 3n <4nonan*+ (n+1)2 < (n+1)* donc finalement on a bien :

P28+ 4nd+(n+ 1)< (n+1)*
donc I’inégalité est encore vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence on en conclut que :

‘VnEN, 13—|—23—|—--~+n3§n4‘

. D’apres la question 2 on a peut écrire pour tout n € N* et tout k € [1,n],

filk/n?) >0 et fa(k/n*) >0

Sin L <£ et sin L >£—1 * ’
> n2 ) — n2 > n?2) ~ n2 6 \n?

en sommant terme a terme ces inégalités on obtient donc :

i ﬁ B 1 k 3 _ n i £ _ n ﬁ
n? 6 \ n? - n?) — n?
k=1 k=1 k=1

d’ou

d’ou



5.

donc

4 n
n .
< N3
6né — 6n?
k=1
d’ou .
1 1
bp — — <b,— —5 k3
6n2 — 6n2 Z
k=1
et donc
b L <
n — 75 > Un
6n?
. 1 o . 1 1
Comme lim b, = = et que par somme de limites lim (b, — —= | = =, on a par encadrement :
n—-+o00 2 n—-—+oo 6n2 2
li L
im a, =
n—-+4oo 2

Exercice 4

1.

3.

Pour tout entier naturel n non nul, h,, est dérivable sur ]0; +-00[ comme somme de fonctions dérivables sur
cet intervalle. De plus :

l.2n -1

. I _ n—1 _ -n—1 _
vV €]0; 400, h,(z) =nz nx =n—T

Pour tout z €]0; +-o0[, 2" > 0 donc A/, (z) est du signe de 2" — 1, c’est a dire strictement négatif sur
10; 1] et strictement positif sur ]1; +oo].

‘ On en conclut que h,, est strictement décroissante sur |0; 1] et strictement croissante sur [1; 4+o0]. ‘

. hy, est continue sur ]0; +o00o] car dérivable sur cet intervalle, donc elle est continue sur ]0; 1] et sur |1; 4o00].

Elle est strictement monotone sur chacun de ces intervalle.

De plus, par somme de limites : lin%) hn(x) = 400 et hl}_l hn(z) = +00. Comme h,(1) =3, on a donc :
T— T—~+00

4 G]hn(1)§$li_r>% ha(z)[

et

D’apres un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation h,, (z) = 4 admet donc une unique
solution sur l'intervalle ]0; 1[ et une unique solution sur l'intervalle |1; 400 donc admet exactement deux
solutions sur ]0; +o0o[ (comme 1 n’est pas solution). En notant w,, la solution dans ]0;1[ et v, la solution
dans ]1; +oo[, on a bien u, <1 < v,.

(a) Soit n € N* et > 0 un réel.

n 1 n
thrl(x)_hn(x):x +1+1+W_$ _1_x7n

x2n+2 + 1 _ x2n+1 —z

anrl

(z = (>t~ 1)
In-&-l

car en développant on constate que (z — 1)(z?"+! — 1) = 22"+2 4 1 — 227+ — g
(b) Pour tout n dans N* on a donc :

vy — 1) (w2t —1
hpg1(Vn) = hn(vn) = ( L(nJrl )




donc

vy, — 1) (02t -1
hn—&-l(vn) —4= ( . ?jnrl )

or v, > 1 donc v, —1 >0, v2""1 —1> 0 et v > 0. On en déduit donc que :

hn+1(vn) —4 2 0

‘et donc hyy1(vy) > 4. ‘

(¢c) Soit n € N*. On a hyy1(v,) > 4 d’aprés la question précédente, et hp41(vn+1) = 4 par définition,
donc

hn+1 (Un) Z hn+1 (vn+1)

Comme h,, est strictement croissante sur [1;+oo[ et que vy, et v,4+1 sont dans [1; +o00[, on en déduit
donc que :

Un Z Un+1

et ceci étant vrai pour tout entier n dans N*| la suite (v,,) est décroissante.
4. (a) La suite (v,) est décroissante d’apres la question 3.(c) et minorée par 1 par définition.

‘Elle converge donc vers un réel ¢ vérifiant ¢ > 1. ‘

(b) Supposons que £ > 1. Puisque (v, ) converge en décroissant vers £ on a : ¥n € N* v, > £. Pour tout
entier n dans N* on a donc :
vy > 4"

par croissance de x — z", et comme 1iIJIr1 " =400 (car £ > 1)
n—-+oo

on en déduit par comparaison que lim v = 4o0.
n——+00

1
Comme hy,(v,) =02 + 1+ — on a donc lir_~1_1 hyn(vy) = 400 par opérations sur les limites, ce qui
(U n——4oo hushaihr Suisind
contredit le fait que h,(v,,) est une suite constante égale & 4 par définition de (v,,)nen=-

(¢c) Comme ¢ > 1 et que ¢ n’est pas strictement supérieure & 1 d’apres la question précédente, on en
déduit que £ = 1 donc

Im v, =1
n—4oo

1
5. Pour tout entier n dans N* on a h,(3) =3"+ 1+ 3 >3"+1>3+12>4et donc hy,(v,) < hy(3). Par
croissance de h,, sur |1;4o00[ on en déduit que v, < 3.

1
6. Pour tout n € N*, v est solution de I’équation X + 1 + X = 4 d’inconnue X €]1;3].

1 X2+ X +1-4X
X+14+—=4 =
+ -I-X — X 0
X2—3X+1_0
— =
— X?-3X+1=0 car X #0
<:)X=3+2\/5 ou X:3_2\/5

3+5 1 3+5

< — donc 'unique solution possible est v]! = 5

Comme 2<+v5<3onal< 5 5



7. Comme v; =

V5 on a nln(v,) =1In <3+ \/5> donc In(v,) = lln (3 + \/3>
2 2 n 2

On en déduit que lim In(v,) =0|donc lim wv, =1.
n—-+4oo n—-+oo

Exercice 5

1. X compte le nombre de succeés dans la répétition de n épreuves de Bernoulli identique et indépendantes,
dont le succes "Obtenir un Pile” a une probabilité p.

‘ On en déduit que X suit la loi binomiale de parametres n et p.

2. ‘E(X)znp‘et‘V(X)znp(l—p) ‘
3. |P(X=0)=(1—p)"|et|[P(X>1)=1-P(X =0)=1—(1-p)"]

4. Le joueur est déclaré vainqueur si X = 0 ou si X = 2. Ainsi

5. L’ensemble des valeurs prises par X est X(Q) = {0,1,2,3}. G vaut...
e ..0siX =0
e .. —10siX =1
o ..20si X =2
e .—30si X =3
‘ainsi I'ensemble des valeurs prises par G est bien G(€2) = {—30,—10,0,20} ‘

De plus,

2 8
e« PG=-30)=P(X=3)=(-] =—
=0 =rex=3=(3) =
donc sous forme de tableau :
g =30 | —-10| 0 | 20
— g 2 T 1
P(G=g) | 3 5 1713

6. D’apres le tableau précédent :

8 2 4
__80_@4_@
9 9 9
__
9




‘ I’espérance de gain d’un joueur est négative donc le jeu n’est pas favorable a ce joueur.
7. (a) Y(Q) ={—1;1}. Lorsque Y vaut 1, Z vaut 1 et lorsque Y vaut —1, Z vaut 0.

Les valeurs prises par Z sont 0 et 1, donc Z suit une loi de Bernoulli. De plus,

donc Z suit une loi de Bernoulli de parameétre P(A).
Y+1

(b) Comme Z = onaY =2Z—1donc E(Y) =2E(Z) — 1 par linéarité de 'espérance. Comme
Z suit la loi de Bernoulli de paramétre P(A) on a E(Z) = P(A) donc :

|B(Y) =2P(4) - 1]

8. D’apres la question précédente et le résultat admis : E(Y) = 2P(A) — 1 = (1 —2p)™. On a donc

2P(A) = (1—2p)" + 1

donc
1-2p)"+1
2
9. D’apres la question précédente :
P(A) > 1, (-2 +1 1
-2 2 -2
(1—2p)"
2 >0
5 >

— (1-2p)" >0

= [1 —2p>0ounest pair}

<1 t pai
= [p_§ounes palr]



